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Ableitung

Ableitung einer Funktion |
\
\

III

Geometrische Entsprechung: |
\

Die Ableitung einer Funktion
an der Stelle x,

= '(Xo)
gibt die Tangentensteigung

am Punkt (x,]yo) an

Spezialfall:
Steigung an einem Extremwert = O
= f'(XMGx) =0

= f'(Xmin) =0




Ableitungsregeln

Allgemeine Ableitungsreqeln:

Summenregel: (u(x) + v(x))'= u'(x) + v'(x)

Faktorregel: (c-u(x))=c-u'(x)

Produktregel: (u(x) - v(x))'= u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
Quotientenregel: (u(x)). _ u(x) - v(x) - u(x) - v(x) (LK)

v(x) (v(x))’
Kettenregel: u(v(x)) = u'(v(x)) - v'(x)
Umkehr'r'egel: (f'l)'(f(xo)) = ﬁ (LK) Bedingung: f(x,) differenzierbar und f'(x,) # 0
0

Spezielle Ableitungsregeln:

Konstantenregel: (a)=0 aeR

Potenzregel: (xln)‘: h-xmt ,
— Reziprokenregel: (;)'z (x1)=(-1) - x1=(-1) -x2= 3 Spezialfall fir n = (-1)
- Wurzelregel:  (VX)= (x)" = () xi1= () - xi= I

Weitere Ableitungsregeln s. Formelsammlung




Integrale

Integral einer Funktion
Geometrische Entsprechung:

Die Integral einer Funktion in den
Grenzenaund b

= [2f(x) dx

entspricht dem Fldcheninhalt der
Fldche, die zwischen dem Graphen
der Funktion und der x-Achse liegt.

Stammfunktion

F(x) = f(x)

Unbestimmtes Integral (Menge aller Stammfunktionen)

[f(x)dx = [F(x)]+C (C €IR)

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

[0 £(x) dx = [F(x)15= F(b) -F(a)




Integrationsregeln

Allgemeine Integrationsregeln:

Summenregel: J((f(x) + g(x)) dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx
Faktorregel: J(a-(f(x))dx =a- [f(x)dx
Null Integral: Jg f(x)dx=0

Integralabschnitte: fab f(x) dx *ftf f(x) dx = fac f(x) dx
Negatives Integral: fab f(x) dx = - fg f(x) dx

Spezielle Integrationsregeln:
Potenzregel: - 1y
9 J(x) dx = (7) - x" |

— Wurzelregel: [ (Vx) dx = (x%) dx = (%) L x s % X2=

w N

vV XE) Spezialfall fiirn = %

Reziprokenregel: f(%) dx=In|x| +C

Weitere Integrationsregeln s. Formelsammlung




Spezielle Integrationsmethoden

(LK)

Ju-vdx=u-v-[u-vdx

Uneigentliche Integrale (LK)

Typ 1: Integral dber einem
unbeschrdnkten Intervall

Losung:

1. Berechnung des Fldcheninhalts in Anhdngigkeit der

variablen Integrationsgrenze b
2. Grenzwertbestimmung fiir b - «

Typ 2: Integral einer unbeschrdnkten
Funk"'ion (an Integrationsgrenze nicht definiert)

Losung:

1. Berechnung des Fldcheninhalts in Anhdngigkeit der

variablen Integrationsgrenze a
2. 6renzwertbestimmung fiir a —» Integrationsgrenze




Spezielle Integrationsmethoden

Integration durch Substitution:

Lineare Substitution: [ (f(ax + b) dx = % - Flax +b) + C

(LK)

Typ 1: Integral der Gestalt [ f(g(x)) - g'(x) dx

Man substituiert g(x) = z und erhdlt das Integral [ f(z) dz.

Ist F(z) Stammfunktion von f(z), dann ergibt sich nach Riicksubstitution
im Ergebnis F(g(x)) als Stammfunktion des Ausgangsintegranden.

Typ 2: Allgemeines Integral
Losungsansatz durch Versuch mittels Substitution von x durch einen
Term 1(z) das Integral [ f(x) dx in das Integral [ f(+(z)) - t'(z) dz

zu transformieren, welches im giinstigen Fall einfacher zu losen ist
als das Ausgangsintegral.



Spezielle Integrationsmethoden

Integration per Formansatz

Grundidee: Die Ableitung einer Exponentialfunktion ist wieder eine
Exponentialfunktion. Daher liegt die Vermutung nahe, dass die Ableitung
einer Funktion, die eine Exponentialfunktion enthdlt, wieder so dGhnlich
aussieht wie die Funktion selbst. Damit wiirde auch eine Stammfunktion
prinzipiell dieselbe Form aufweisen.

Verfahren:

Gesucht ist eine Stammfunktion F(x) einer gegeben Funktion f(x)

1. Ansatz: F(x) ist ein Funktionsterm wie f(x) , aber mit Variablen statt
Zahlen

2. Bilden von F'(x) => Vergleichen mit f(x)

3. Durch einen Koeffizientenvergleich erhadlt man ein Gleichungssystem
mit den Variablen

4. Durch Losen des Gleichungssystems erhdlt man die Werte der
Variablen und somit die gesuchte Stammfunktion

5. Uberpriifung durch Ableiten der Stammfunktion => muss f(x) ergeben



Flachenberechnung mit Integralen

Flachenberechnung vs. Integralberechnung

Beispiel: fozn sin(x) dx

o |4
Ao 1

Integralberechnung: foz "sin(x) dx = 0

Flachenberechnung:  F = Ifgsin(x) dx| + Ifnznsin(x) dx|= 4

Flacheninhalte zwischen Funktionsgraphen

A = [P £(x) dx - [° g(x) dx

= 12 (F(x) - g(x)) dx




Volumenberechnung mit Integralen

Rotation um die x-Achse (LK)

V=[2G0N dx

Rotation um die y-Achse (LK)

V=- 2 (gly))2dy

f(x)

/ &

g(y) ist die Umkehrfunktion von f(x)
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Definitionsbereich

Einschrdnkungen des Definitionsbereichs

Z(x)

Gebrochen-rationale Funktionen f(x) = N(x)

Division durch null nicht erlaubt
— Definitionsliicken in den Nullstellen des Nenners N(x)

Losung:
Bestimmung der Definitionslicke durch Nullsetzen des Nenners N(x) = 0

Wurzelfunktionen f(x) = /R(x)

Negativer Radikand R(x) einer gerade Wurzel nicht definiert

Losung:
Bestimmung der Definitionsbereichs durch Ansatz R(x) > O

Logarithmusfunktionen f(x) = log(T(x))

Logarithmus nur fiir positive Argumente definiert

Losung:
Bestimmung der Definitionsbereichs durch Ansatz T(x)> 0



Kurvendiskussion

1. Definitionsbereich

2. Symmetrieeigenschaften

y-Achsensymmetrie: Punktsymmetrie zum Ursprung:
f(-x) = f(x) f(-x) = -f(x)

x-Achse (Nullstellen):
f(x) =0 = N(xly)
y-Achse (y-Achsenabschnitt):
S, (01f(0)) N, /

3. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen / '




Kurvendiskussion

4. Extrempunkte

Notwendige Bedingung:
f(x)=0
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5. Wendepunkte

Notwendige Bedingung:
f'(x) =0

//\/

Hinreichende Bedingung:

f'(x) # 0

Hinreichende Bedingung:

f(x) = 0

=
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Vollstandig:

FGxy) = FCD(xy) = O
f(M(xy) = 0 mit n>2 und n ungerade

} Wendepunkt .




Kurvendiskussion

6. Verhalten im Unendlichen

Bestimmung der Asymptoten
lim £(x)

lim_f69)

Losung bei komplexen Funktionen:
Identifizierung der dominanten Terme

7. Graph

Qualitative Zeichnung des Graphen auf Basis zuvor bestimmter
geometrischer Eigenschaften

8. Monotonie

Gilt fir alle x € Intervall I
f'(x) < 0, so ist f(x) liber I streng monoton fallend
f'(x) > 0, so ist f(x) iber I streng monoton wachsend



Re kO n St rU ktiO n (Parameteraufgaben)

Parabel n-ter Ordnung
= f(x)=ax"+bx"l+cxn2+  +e
=> f'(x) = nax™! + (n-1)bx"2 + (n-2)cx"3 + ..
=> f"(x) = n(n-1)ax"2 + (n-1)(n-2)bx"-3 + (n-2)(n-3)cx"4 + ...
Achsensymmetrie => Nur gerade Exponenten
Punktsymmetrie => Nur ungerade Exponenten
Gegeben: Punkt A(x,ly,)
=> f(X4) = Y4 = aX "+ bx "+ ex M2+ L e
Gegeben: Extrempunkt E(XgzlYg) .. oder auch .hat Steigung 0* oder beriihrt x-Achse"
=> Punkt E und f'(xg) = 0 = naxg"! + (n-1)bxg2 + (n-2)cxg"3 + ...
Gegeben: Wendepunkt W(xy,|yw)
=> Punkt W und f"(xy) = 0 = n(n-1)axy,"2 + (n-1)(n-2)bx,,"3 + (n-2)(n-3)cxy, " + ...

Gegeben: Sattelpunkt S(xlys)

=> Punkt S und Extrempunkt S und Wendepunkt S
Gegeben: Steigung m bei x,,

=> f'(x,) = m
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